
لگوریتم ا
رتبه

محسن هوشمند
دانشکده علم رایانه و تکنولوژی اطلاعات

ه زنجاندانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پای



رتبه

حجم زیاد علیه درک مناسب
 حجم زیاد داده های بدون ساختارسختی فهم انسان از استخراج اطلاعات در
 تلخیص داده ها با استخراج کمیت های آماری

 مهم در مواجهه با چنین داده هایی راه حل های از

الگوریتم ها و ساختارهای داده محاسبه ویژگی های مبتنی بر رتبه داده ها 
و یک گذر از داده هاکمبا استفاده از حافظه



چندک

رتبهنوعپرکاربردترین 
چندک ها

q- چندک
(0 ≤ 𝑞 ≤ 1)

 مقداری از دنباله مقادیر
 کسرq از مقادیر دنباله کمتر یا مساوی آن
1 - q باقی مانده بیشتر یا مساوی آن

مقدارnدنباله دارای در صورت
 مقدارq- ةرتببااز دنباله مقداریچندک𝑞 ⋅ 𝑛

یا درصدهاصدک ها

قسمت مساوی ۱۰۰دنباله مرتب شده به ی تقسیم کنندةچندک ها

چندک-۰.۹۵متناظرامُین صدک -95

به ترتیب حداقل و حداکثر مقادیر در دنباله ۱و ۰چندک های 

مقادیرمیانهمتناظر ۰.۵چندک 



چندک

۱۳۵۹در سال ایان مونرو و مایکل پاترسون 

دقیقا افتن چندک خاص دراثبات یp به حافظه نیازمند گذر از داده ها𝑂(𝑛
1

𝑝 )

گذری تولید مقدار دقیق چندک در فضای زیرخطیتکالگوریتم به معنای نبودن 

چندک های تقریبیمحاسبةالگوریتم هایتشویق به جستجوی



چندک

چندک ةخطا در محاسبقابل تحمل بودن وجوددر عمل، 
اعمال چنین تخمین هائی روی داده های نوفه دار
توزیع های داده ناشناختهتقریب

در بیشتر موارد qتقریبی -𝜖ندک در پی چ:  در نتیجه

]ة مقداری رتببه معنای قرار گرفتن 𝑞 − 𝜖 ⋅ 𝑛, 𝑞 + 𝜖 ⋅ 𝑛]
n 0تعداد مقادیر و < 𝜖 < پارامتر خطا1
 بیش از یک مقدارامکان واجد شرایط بودن



چندک

تخمین ویژگی های مختلف رتبه 
 مانند خلاصه های چندک

مهم در روش های تشخیص نقاط پرت جریانیینقش

مثال
 تشخیص تقلب در کارت اعتباریجهتتراکنش های تجارت الکترونیک آنلاین نظارت بر
 مکان های پرداخت غیرمعمولدر پی موقعیت ها و

صدک نود و نهم توزیع مکان معمول برای مشتریانمقادیری خارج از



تشخیص تقلب-لمثا

تقلب مالی از مسائل اساسی پیش روی صنعت مالی 

میلیارد دلار۲۱.۸4بالغ بر ، تقلب در کارت های اعتباری و نقدی جهانی منجر به زیان هایی ۱۳۹4در سال 

تقلب مالی علائمجستجو و شناسایی یبرنامه هاتولید 
از متغیرهای خاص متعددیغالبا استفاده

هر مشاهده درآنها یا درجه پرتی « درجه دورافتادگی»بررسی

و مقدار هزینه شده در روزی متغیرهایی مانند کل مبلغ هزینه شده در کارت اعتباراستفاده از ثال، م

برای هر مشاهده، 
 درجه دورافتادگی با چندک های برخی از توزیع های هزینه امکان تقریب
  نقاط پرت بامشکوک به تقلب به مشاهدات شناسائی و برچسب زدن

 ،۰.۹۵چندک مثل از طریق مقایسه با برخی چندک های بالا



چندک

حوزه کاربردی عظیم خلاصه های رتبهاز دیگر نظارت بر ترافیک وب 

مشکلاتمتناظر با تشخیص زودتر بررسی خلاصه ها 
 داده های واقعی بررسیبدون



تارمانهنظارت بر -مثال

در تارمانه های بزرگ به صورت روزانه میلیون ها کاربر مدیریت 

۱۳۹6شهریور و مهر 
میلیون بازدید در روز در تمام زبان های خود ۵۰۰حدود پردازش: ویکی پدیا
سرور در سراسر جهان۳۰۰هزار درخواست در ثانیه با استفاده از بیش از ۵.۷تقریباً معادل

به بازدیدکننده و لحظه انتقال محتواایجادتأخیر در تارمانه یا به زبان دقیق تر تأخیر بین لحظه
 تارمانه از جمله گزینه های مهم عملکرد هر
 توزیع احتمالی میزان تأخیر شایع بودن چولگی در
نظارت معمولاً با ردیابی برخی چندک ها یا صدک های خاص بالا اعمال

رایج ترین سوالات
 درصد از درخواست ها برای سرور وب منفرد چقدر است؟۹۵تأخیر
 درصد از درخواست ها برای کل وب سایت چقدر است؟۹۹تأخیر
 دقیقه گذشته چقدر بود؟۱۵درصد از درخواست ها برای کل وب سایت در ۹۵تأخیر



تارمانهنظارت بر -مثال

با محاسبه چندکیسوالاتامکان پاسخ به چنین 
از نظر فنیدارای تفاوت
 نیاز به استفاده از روش های مختلف در نتیجه

سوال اول
خلاصه برای هر جریان منفرد محاسبة

سوال دوم
آمار روی داده های جریان های متعدد جهت محاسبةالگوریتم های توزیع شده نیازمند

سوال سوم 
یک پنجره زمانی تعریف شده دره زیرمجموعه ای از داده های جریان نیازمند ب

 وعه هائیچنین زیرمجمتغییر مداوم



پرسش یا پرس وجوی چندک

چندک، -qوظیفه یافتن 

𝑞.𝑛ةرتبدارای مقدار nمرتب از ةدنبالیا یافتن مقادیری از 
𝑞 ∈ (0,1)

پرس وجوی میانه 
خاص از پرس وجوی چندک با یمورد𝑞 = 0.5



محاسبه چندک

مسئلة محاسبه چندک متاخر نبودن 
محاسبات کلاسیکدارای روش های مناسب در

چالش های جدیدی برای جریان های نامحدودوجود 
 داده بزرگ برنامه های رایج در
 داده هاو امکان پذیری تک گذاری از حافظه با داشتن محدویت در

کمینه-شمارشالگوریتم طرح کلی 
 امکان محاسبه مقادیر تقریبی چندک ها

مورد بحثحافظه بسیار بیشتر نسبت به الگوریتم هایاما نیازمند



پرس وجوی چندک معکوس 

نوع دیگری از مسئله مربوط به چندک

مقدارnز یافتن رتبة مقدار داده شده در دنباله ای مرتب ا

:q، محاسبه چندک متناظر nتعداد کل مقادیر در صورت یافتن آن و داشتن 

𝑞 =
1

𝑛
⋅ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑥



چندک بازه

از برنامه ها، در بسیاری 
 از مرتبةیافتن تعداد مقادیر از دنبالاهمیتn در بازةمقدار[a, b]

 بازه به عنوان پرس وجوی غالبا شناخته شده
محاسبه چنین عددی

تفاوت آنهاو  برگرداندنرتبه های مرزهای محدوده تعیین



چند روش 

نمونه برداری تصادفی  هایالگوریتم

درخت ساده بر مبنای q-یا تلخیصq-digestالگوریتم 

t-digestلگوریتم ا

از خوشه بندی برای تخمین کارآمد آمار مبتنی بر رتبه در جریان های نامحدوداستفاده



نمونه برداری تصادفی

نمونه برداری تصادفی
انتخاب بدون جایگزینی زیرمجموعه ای تصادفی از داده ها
 رایانش در بسیاری از الگوریتم های علم مورد استفاده

مسائل رتبهدر 
امکان استفاده از چنین روشی
گزارش چندک های محاسبه شده روی نمونه هادر تهیة

به عنوان تقریبی از چندک های کل جریان داده



نمونه برداری تصادفی

نمونه هایی مجموعه مزیت متمایز چنین 
 بودن آنهاکوچکتر
روی مجموعه نمونهپرس وجوهای چندک رتبهامکان استفاده از الگوریتم های قطعی کلاسیک در پاسخ به چنین

چالش
 با توجه به چولگی داده ها
 داشتن تضمین های قبلی در مورد خطای چنین تقریبی،نیاز به
تصادفی روشی خاص در نمونه برداری

داده هاامکان وابستگی روش به



نمونه برداری تصادفی

ساده  نمونه برداری مشکل دیگر
 قبلی از اندازه مجموعه داده اطلاعبسیاری از طرح های نمونه برداری نیاز به
 معمول در برنامه های داده بزرگجریان های پیوسته ناممکن یا مشکل آفرین در

از راه حل های ممکن
نمونه برداری مخزنیروش

 ۱۳64جفری ویتر در سال پیشنهاد

 اطلاع از تعداد امکان تولید نمونه بدون
مسئله چندکاستفاده از آن در

 قابل توجه ایبه حافظهنیازمند



نمونه برداری مخزنی



نمونه برداری مخزنی

[3, 1, 7, 2, 9, 4, 8, 5, 6]

K=4

B=[3, 1, 7, 2]



نمونه برداری مخزنی

[3, 1, 7, 2, 9, 4, 8, 5, 6]

K=4

B=[3, 1, 7, 2]

i=5
 ۹مقدار

r=3

𝑟 ≤ 𝑘

B=[3, 1, 9, 2]



نمونه برداری مخزنی

[3, 1, 7, 2, 9, 4, 8, 5, 6]

K=4

B=[3, 1, 9, 2]

i=6
 4مقدار

r=5

𝑟 > 𝑘

B=[3, 1, 9, 2]



نمونه برداری مخزنی

[3, 1, 7, 2, 9, 4, 8, 5, 6]

K=4

B=[3, 1, 9, 2]

i=7
 8مقدار

r=2

𝑟 ≤ 𝑘

B=[3, 8, 9, 2]



نمونه برداری مخزنی

[3, 1, 7, 2, 9, 4, 8, 5, 6]

K=4

B=[3, 8, 9, 2]

i=8
 5مقدار

r=6

𝑟 > 𝑘

B=[3, 8, 9, 2]



نمونه برداری مخزنی

[3, 1, 7, 2, 9, 4, 8, 5, 6]

K=4

B=[3, 8, 9, 2]

i=9
 6مقدار

r=1

𝑟 ≤ 𝑘

B=[6, 8, 9, 2]

مرتب سازی
B=[2, 6, 8, 9]
 ۵در اصلی برابر ۷میانه برابر

𝑂نیاز به حافظة 
1

𝜖2



MRLنمونه برداری تصادفی م ر ل 

الگوریتم نمونه برداری تصادفی
MRL

گورمیت سینگ مانکو، سریدهار راجاگوپالان و بروس لیندسی پیشنهاد
 ۱۳۷۸در سال
مسئله نمونه برداری صحیح و تخمین چندک جهت حل

شامل 
نمونه برداری غیریکنواختروش

الگوریتم یافتن چندک قطعی



نمونه برداری تصادفی م ر ل

پشتیبانی از پردازش جریان داده پیوسته با نیازهای فضای کم
اصلاح غیریکنواخت از نمونه برداری مخزنی پیشنهاد
گنجاندن مقادیری که زودتر در دنباله ظاهر می شوند با احتمال بیشتر نسبت به سایرین

کارایی فضایی بهبود

دقیق تر از نمونه برداری مخزنی اصلی



نمونه برداری تصادفی م ر ل

معایب اصلی 
 پارامترهای پیکربندی آن با حل مسئله بهینه سازیتعیین

 رویه های پیچیده پیچیدگی آن و استفاده از

م ر لساده  از الگوریتم اینسخهمعرفی 
 و گراهام کورمودی ،گه لو، لو وانگ، که ییپیشنهادی
 ۱۳۹۲در سال

 در مقالات اصلی با عنوانRandom



الگوریتم ت

جریان داده در قطعات با اندازه متغیر یداده هاپردازش

آنهااز نمونه برداری 

نمونه برداری غیریکنواختینهایتولید 



الگوریتم ت

مقادیرذخیره نمونه های استفاده از داده ساختار یا آرایه ای شخصی شده برای

,𝐵1,𝐵2ةواحد دادbاز حاصل  … 𝐵𝑏
 بافرمعروف به

مقدارkهر یک امکان ذخیره تا حداکثر 

یا سطح پر شدنLبا سطح مرتبط شدن 



الگوریتم ت

Lپارامتر سطح 
 احتمال انتخاب مقادیرنمایانگر

بهوابسته
 تعداد مقادیرn تاکنون پردازش شده
 حداکثر ارتفاع مجازhالگوریتمةدنباله عملیات انجام شدنمایش  دهندةدرخت

𝐿 = 𝐿 𝑛, ℎ = max 0, log
𝑛

𝑘2ℎ−۱

𝐿(0,ℎ) = 0



الگوریتم ت

𝐵𝑖برای پر کردن بافر خالی 
𝐿

𝑖 ∈ 0 … 𝑏
 در سطحL

𝑘مقدار تصادفی از kانتخاب ⋅ 2𝐿 ،مقدار ورودی متوالی

بلوک2𝐿از هر بلوک هر مقدار به ازای 

𝐵𝑖در ذخیره مقادیر 
𝐿

در پایان رویه
 بافر کمتر ازkمقدار
دنباله ورودی به دلیل نبود مقدار به اندازة کافی در
حداقل یک مقدار در بافردر صورت وجود

 به عنوان پربرچسب گذاری



الگوریتم ت

بافرو ذخیره در خاص از جریان داده ورودی یمقدارانتخاباحتمال 
 به سطح وابسته𝐿

 2اندازه قطعه𝐿مقادیر از آن کنترل کنندة استخراج

الگوریتمةپیاده سازی عملی نمونه برداری غیریکنواخت مورد استفاد





الگوریتم ت

فضای بافرجهت بازیابی𝐿دو بافر از یک سطح امکان ادغام 
 منجر به بافری جدید با اندازه مشابه در سطحL + 1

ادغام دو بافرجهت
 بافر دنباله مقادیر هر دو مرتب سازی
 تصادفی نیمی از مقادیر انتخاب

به عنوان مثال، با انتخاب همه مقادیر در موقعیت های زوج یا فرد

بافرهای ادغام شده به عنوان خالی علامت گذاری 
 بافر خروجی به عنوان پرعلامت گذاری





الگوریتم ت

عملیات ادغام 
 نیاز به مرتب سازی بافر هاO(klog k)

در زمانجمعیت بعدی بافر آماده کردنO(k)

فرآیند ساخت داده ساختار 
شامل سری مراحل جمعیت بافر و عملیات ادغام

آغاز
هر بافر به عنوان خالیبرچسب گذاری

Lسطح فعال سازیپردازش جریان ورودی با 
مقادیر پردازش شدهبه دلیل عدم وجوددر ابتدا برابر با صفر

Bبافر خالی در صورت خالی بودن 
 با خواندن ۱با استفاده از الگوریتم پر کردن𝑘 ⋅ 2𝐿مقدار از جریان

همه بافرهاپر شدن
 پایین ترین سطحیافتن حداقل دو بافر با
 دو بافرادغام



ساخت بافرهای نمونه-مثال

عدد صحیح ۲۵مجموعه داده از 

0,0,3,4,1,6,0,5,2,0,3,3,2,3,0,2,5,0,3,1,0,3,1,6,1

h = 3از ارتفاع استفاده

b = 4بافر
𝐵1,𝐵2,𝐵3,𝐵4

 هر یکk=4مقدار

با استفاده از معادلهسطح فعال محاسبة 

𝐿 = 𝐿(𝑛) = 𝑚𝑎𝑥 0, 𝑙𝑜𝑔 𝑛 − 4



ساخت بافرهای نمونه-مثال

در ابتدا، 

n = 0تعداد مقادیر پردازش شده 

L = 0از شروع: پس

 اولین خواندن𝑁1 = {0,0,3,4}مقدار از جریان ورودی 4
 خالی، مثلاً هایبافری ازیکپر کردن𝐵1

 همه آنهاو ذخیرهقادیر تصادفیدر نتیجه عدم نیاز به کنار گذاشتن م4برابر ظرفیت بافر



ساخت بافرهای نمونه-مثال

دوم، 
 سطح فعالتعریف دوبارة

تاکنونتعداد مقادیر پردازش شده𝑛 = 𝑁1 = 4

𝐿 = 𝐿(4) = 𝑚𝑎𝑥 (0,2 − 4) = 0
صفر برابر سطحسطح فعال

 خواندن𝑁2 = {1,6,0,5}مقدار بعدی 4

 بافر پر کردن و𝐵2به همان ترتیب



ساخت بافرهای نمونه-مثال

𝑛پردازش = 𝑁1 + 𝑁2 = تاکنونمقدار 8

برابرسطح فعلی
L = L(8) = max (0,3 - 4) = 0

خواندن𝑁3 = 𝐵3بافر نمایه سازی آنها به {2,0,3,3}مقدار بعدی 4



ساخت بافرهای نمونه-مثال

𝑛پردازش  = 𝑁1 + 𝑁2 + 𝑁3 = مقدار تاکنون 12

صفر برابر سطح فعال هنوز 

𝑁4خواندن = 𝐵2بافر خالی و پر کردن آخرین 2,3,0,2مقدار بعدی 4



ساخت بافرهای نمونه-مثال

این مرحلهپر شدن همه بافرها در

نیاز به عملیات ادغام

۰سطح :حداقل دو بافرة دارای پایین ترین لای

از آن سطحدو بافرانتخاب تصادفی
مثلا ،𝐵2

𝐵3و 0
0

ادغام و سپس مرتب سازی

1,6,0,5 ∪ 2,0,3,3 = 1,6,0,5,2,0,3,3 → {0,0,1,2,3,3,5,6}



ساخت بافرهای نمونه-مثال

گام بعدی
 بافرهای آزاد کردن𝐵2

𝐵3و 0
0

 بافر پر کردن𝐵3 درصد از مقادیر قبلی آنها۵۰با ۱در سطح
مقادیر فردانتخابسادگیجهت



ساخت بافرهای نمونه-مثال

𝑛تاکنون پردازش = 𝑁1 + 𝑁2 + 𝑁3 + 𝑁4 = مقدار16

𝑁5با 𝐵2پر کردن و صفرباقی ماندن لایه لایه فعال  مقدار بعدی از جریان داده4 =
{5,0,3,1}



ساخت بافرهای نمونه-مثال

عدم وجود بافر خالی
 دیگریادغامنیاز به

شامل سه بافر پر ۰طح س

آنهامورد ازتصادفی دو انتخاب
مثلا ،𝐵1

𝐵4و0
0 ،

در ادامه مرتب سازی مقادیر آنها و ادغام
0,0,3,4 ∪ 2,3,0,2 = 0,0,3,4,2,3,0,2 → 0,0,0,2,2,3,3,4



ساخت بافرهای نمونه-مثال

𝐵1بافرهای برچسب زنی 
𝐵4و 0

به عنوان خالی0

درصد از مقادیر آنها با گرفتن مقادیر در موقعیت های زوج۵۰با ۱در سطح 𝐵4بافر پر کردن



ساخت بافرهای نمونه-مثال

گام بعد

𝑛تاکنون پردازش = 𝑁1 + 𝑁2 + 𝑁3 + 𝑁4 + 𝑁5 = 20

𝐿برابرسطح فعال = 𝐿(20) = 4.32 − 4 = 1

𝑁6خواندن  = 4 ⋅ 21 = مقدار بعدی از جریان داده 8
 مقادیر کافی در جریان داده باقی نماندن

0,3,1,6,1خواندن

پرکردن𝐵1 مقداریبا نمونه برداری یک مقدار از هر گروه دو



پرسش چندک معکوس

امکان پاسخ به پرسش چندک معکوس با استفاده از بافر نمونه

برای هر بافر غیر خالیxبه صورت مجموع وزنی لایه از شمارش مقادیر کوچکتر از xرتبه مقدار داده شده تخمین 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑥 = σ𝑖=1
𝑏 2𝐿 𝐵𝑖 ⋅ 𝑒 < 𝑥: 𝑒 ∈ 𝐵𝑖

𝐿 𝐵𝑖



چندک معکوس با نمونه برداریپرسش-مثال
تصادفی

قبلیجریان داده از مثال 

4تخمین رتبه مقدار باپرس وجوی چندک معکوس 

داده ساختار به بافر نمونه



چندک معکوس با نمونه برداریپرسش-مثال
تصادفی

با استفاده از 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑥 = ෍
𝑖=1

𝑏

2𝐿 𝐵𝑖 ⋅ 𝑒 < 𝑥: 𝑒 ∈ 𝐵𝑖
𝐿 𝐵𝑖

محاسبة 
𝑟𝑎𝑛𝑘 4 = 21 ⋅ 3 + 20 ⋅ 3 + 21 ⋅ 3 + 21 ⋅ 3 = 21

rank(4) = 21رتبه 4مقدار تخمین رتبة 



چندک -Qپرس وجوی چندک و یافتن 

چندک-qجهت حل پرسش چندکی و یافتن 
بافر نمونهاز داده ساختار

از معادله حاصلرتبه تخمینی آندر پی مقداری با بدست آوردن 
به نزدیک ترین𝑞 ⋅ 𝑛

تعدادی پرس وجوی چندک معکوس برای هر یک از مقادیر در داده ساختار امکان محاسبه با 

روش دیگر
ع فرآیند یسرتاز جستجوی دودویی برای استفاده

 یافتن مقدار به اندازه کافی نزدیکتوقف به محض



پرس وجوی چندک با نمونه برداری -مثال
تصادفی

مثال قبلیریان دادهج

۰.6۵چندک محاسبة

n = 25عداد در داده ساختار تعداد کل ا

 حدودبنابراین مقدار مرزی𝑞 ⋅ 𝑛 = 0.65 ⋅ 25 = 16.25



پرس وجوی چندک با نمونه برداری -مثال
تصادفی

بافر نمونهدر {0,1,2,3,4,5}مقادیر وجود 

۰با مقدار آغاز
رتبه آن تخمین

 برابر با صفرrank(0) = 0

۱مقدار بررسی سپس، 
 تخمین رتبه آنrank(1) = 5

 rank(2) = 12برابر ۲رتبه مقدار 

rank(3) = 14برابر ۳رتبه مقدار 

rank(4) = 21برابر4از مثال قبل رتبة 

rank(5) = 23برابر ۵رتبه مقدار 



پرس وجوی چندک با نمونه برداری -مثال
تصادفی

 rank(3) = 14با ۳مقدار ۱6.۲۵نزدیک ترین مقدار به مقدار مرزی 

۰.6۵به عنوان تقریبی از چندک ۳قدار گزارش م

با استفاده از جستجوی دودویی روی مجموعه مرتب شده اعداد،امکان تسریع فرایند 
با در نظر گرفتن اینکه رتبه تابعی یکنواخت از آرگومان خود



ویژگی ها

چندک، -qتقریبی -𝜖برای محاسبة 

به مقدار ثابتی از حافظهنیاز
 متناسب با𝑏 ⋅ 𝑘

 به وابسته فقط𝜖

ℎبا ارتفاع امکان داشتن درخت محاسباتی با خطای تقریب داده شده،  = log
1

𝜖

تعداد بهینه بافرها

𝑏 = log
1

𝜖
+ 1,

ندازه هر بافر ا

𝑘 =
1

𝜖
log

1

𝜖



ویژگی ها

تقریب های چندک با احتمال خطای ثابت با تبودن الگوریتم کراندار بودن تصادفی
1

2
𝜖

نمونه برداری تصادفی و مراحل ادغام تصادفیناشی از 



الگوریتم ت

𝑂تعداد کل عملیات ادغام در کل جریان داده  (
𝑛

𝑘
)

 هر به روزرسانی حدود𝑂(1)

O(log k)مرتب سازی هر به روزرسانی 

O(log k)سرشکنیزمان 



Q-DIGEST

خلاصه چندک
 یاq – digest

الگوریتم خلاصه جریان مبتنی بر درخت 

نیشیت شریواستاوا، چیرانجیب بوراگوهین، دیویاکانت آگروال و سابهاش سوری 

۱۳۸۳در سال 

استفاده در زمینه نظارت بر داده های توزیع شده از حسگرها پیشنهاد جهت 



Q-DIGESTتلخیص چ  

مسئله محاسبه چندک تبدیل یا حل
 به عنوان مسئله هیستوگرام
تعدادی سطلهداده ها بتلخیص

درختی یدر داده ساختارئیمجموعه ای از چنین سطل هانگه داری 

سطل های بزرگ تقسیم سطل های کوچک وادغام

«اتلاف»با «قطعی»یالگوریتم



تلخیص چ

بازه ای از پیش معینالگوریتم با مقادیر صحیح دراجرای 

- N ,0]صحیح بازةدودویی تقسیم بندی 1]
 درخت دودویی کامل به مثابة

 0]بازهکل شاملمقدار ریشه آن, N - 1]

 0بازة فرزندان چپ و راست آن دارای,
𝑁 −1

2
و 

𝑁−1

2
+ 1,𝑁 − 1

مقادیر صحیح منفردنمایش دهندة گره های برگ 

log Nعمق درخت 



تلخیص چ

از درخت دارای 𝜈هر گره 
 بازة متناظر𝜈کم,𝜈بیش

 شمارندة متناظر𝜈شمارنده
 (شامل تکراری ها) نمایش تعداد اعضای سطل



در تلخیص چدودویی تقسیم بندی -مثال

:[0,7]عدد صحیح از محدوده n = 20از  ایمجموعه داده
0,0,3,4,1,6,0,5,2,0,3,3,2,3,0,2,5,0,3,1

بازهدودویی تقسیم بندیبا ایجاد درخت دودوئی 

داده های ورودیسطل بندی
هر برگ شامل مقدار و بسامد



تلخیص چ

متناظر داخلی داده شامل بسامدهای مقادیر ذخیره شده گره های 

ذخیره سازیدر بدترین حالت
داده ها به صورت ذخیرةO(n) یاO(N)

هر کدام کوچکتر

چنین درخت های دودوییاحتمال بالای تنکی و نامتوازنی 
⟸ذخیره آن به صورت خام بدون فشرده سازیناکارآمدی



تلخیص چ

دودوییتقسیم فشرده سازی و ذخیره فشرده چنین درخت پیشنهاد روش

تلخیص چ داده ساختار
توزیع مقادیر مربوط به طلاعاتکدگذاری ا

 ینسخه ای از درخت دودویی شامل سطل هانمایشvبا ویژگی زیر

ቐ
𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 ≤ 𝑛𝜎 برگ, هایسطل جز به

𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 + 𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡
𝑝

+ 𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡
𝑠 >

𝑛

𝜎
ریشه, جز به

𝜈𝑝 والد و𝜈𝑠 همزاد𝑣

𝑛تعداد کل عناصر
𝜎 ∈ [1,𝑛] مسئول سطح فشرده سازیو پارامتر طراحی



تلخیص چ

سطل های ریشه و برگ 
 دارای استثنا

ر داده ساختارگنجاندن ریشه د

بزرگتر از مقدار مرزی نده هایسطل های برگ با شمارگنجاندن 
𝑛

𝜎
(مقادیر پربسامد)

 های کوچک بین گنجاندن چند سطل سطح بالا و گسترده، و بسیاری از سطلویژگی تلخیص سبک سنگینی 
حاوی اطلاعاتی در مورد چند مقدار کم بسامد



تلخیص چ

ویژگی نخست 
𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 ≤ 𝑛𝜎

 مقادیر با بسامد بالابا شمارنده هایسطل ها مگر گره های برگ حذف کننده

چنین سطل هایی ارزش ذخیره مقادیر فرزند و داشتن شمارنده های دقیق تر به دلیل نیاز به دقت بیشتر و ارزش ذخیرة

ویژگی دوم

𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 + 𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡
𝑝

+ 𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡
𝑠 >

𝑛

𝜎

در صورت همزادی دو سطل دارای شمارندهای کوچک
 داشتن دو شمارنده جداگانه برای هر یک از آنها در پی اجتناب از
در والد خود توصیه به ادغام آنها

به درجه فشرده سازی مورد نیاز منجر به نائل شدن



تلخیص چ

سخن کوتاه
ادغام سلسله مراتبی و کاهش سطل ها ایجاد داده ساختار نیازمند
 از تمام سطل ها از پایین به بالا گذر
 نقض ویژگی در هر یک بررسی

حدودیت دوم بررسی مدر عمل
 به دلیل گذر پائین به بالا



تلخیص چ

به جز سطل ریشه،

تلخیصویژگیناقض vهر سطل 
 زیردرخت آن فشرده سازی
 نده های آنفشرده سازی شماراز طریق

والد ادغام𝜈𝑝 همزاد و𝑣𝑠

آنها به سطل والدارتقاء

𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡
𝑝

= 𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡
𝑝

+ 𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 + 𝜈𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡
𝑠

تلخیصاز𝑣𝑠همزاد آن و vسطل حذف 



فشرده سازی-تلخیص چ



فشرده سازی-تلخیص چ

𝑂فشرده سازی زمان  𝑚 ⋅ 𝑙𝑜𝑔 𝑁
𝑚 = |𝑄 − 𝐷𝐼𝐺𝐸𝑆𝑇|تعداد سطل ها در داده ساختار

O(log N)هزینه به روزرسانی به ازای هر مقدار حدود 

به روزرسانی مصرف زمان بیشتر دردر عمل،
ر گره برگجدید دهر مقدار به دلیل درج
 در طول عملیات فشرده سازیسپس یافتن موقعیت اصلی

در هر زمانمقدارتک گامی ا حرکت تلخیص چ بموقعیت مناسب خود دریافتن



تلخیص چفشرده سازی درخت با-مثال

قبلمقدار از مثال n = 20مجموعه داده با 

صفربرابر بسامدها برای سطل های مشاهده نشده به طور پیش فرض 



تلخیص چفشرده سازی درخت با-مثال

𝜎فشرده سازی با  = 5

برابرمقدار مرزی 


𝑛

𝜎
=

20

5
= 4

از پایین به بالا،حرکت 

ابتدا سطح چهارم 
 ۳تا ۰در سطل های برآورده شدن شرط دوم تلخیص
 [  ۷. 6]و [ ۵. 4]فرزندان سطل های نقض ویژگی مذکور در

در والدین خودادغام

حذف از داده ساختار



تلخیص چفشرده سازی درخت با-مثال

داده ساختار پس از اعمال مراحل 
 در داده ساختار فشردهسطل های موجود در جعبه هاقرارگیری



تلخیص چفشرده سازی درخت با-مثال

سطح سوم، 
 همه سطل ها نقض ویژگی های تلخیص در

 و حذف از داده ساختارآنها در والدین خود فشرده کردن



تلخیص چفشرده سازی درخت با-مثال

طح دوم،س
دو فرزند سطل ریشه نقض ویژگی تلخیص در
 تعداد کل آنها از مقدار مرزی عدم تجاوز

در والدنیاز به ادغامر نتیجه، د

عدم نیاز به بررسی ریشه 
 اگر شمارش های غیرصفر مرتبط داشته باشدگنجانده شدن ریشه در داده ساختار.

نسخه نهایی داده ساختار فشرده



تلخیص چفشرده سازی درخت با-مثال

ذخیره فقط پنج سطل با شمارش های غیرصفرداده ساختار نیازمند 



فشرده سازی-تلخیص چ

از پایین به بالا حرکت 

ادغام سطل ها در طول رویه گیری دربارة تصمیمیکبار 

فشرده پس از فشرده سازیتلخیص چهمه سطل های عدم لزوم رعایت ویژگی تلخیص در 

در برخی از سطل ها در سطوح بالای درخت ( به عنوان مثال، ادغام در والد)تغییرات 
 سطل های قبلاً گنجانده شده امکان نقض ویژگی با
 ،این رفتارعدم کاهش دقت با در عمل
 ،ی با حدی کمتر از مطلوب بودنداده ساختارتولید در بدترین حالت

نظر حافظه بیشتر نسبت به مصرف



الگوریتم تلخیص چ



الگوریتم تلخیص چ

بهینه سازی نمایش داده ساختار

روشی از راست به چپ، از بالا به پایین باسطل ها در درخت دودویی مرتبطشماره گذاری 



الگوریتم تلخیص چ

همه سطل هاشماره گذاری 

 متناظر سادگی بازیابی بازة𝜈کم,𝜈با وجود اطلاع صرف از نمایه و اندیس بیشiمتناظر



نمایش خطی از داده ساختار

نمایش خطی از داده ساختارامکان ایجاد 
 ،آرایه ای از سطل ها
 مرتبط استنده های تایی از شماره و شمار-دوهر سطل یک  .

مثال،
نمایش خطی داده ساختار فشردة مثال قبل

1,4 , 8,6 , 9,2 , 10,3 , 11,5



ادغام دو تلخیص چ

و محدوده های مقدار یکسان 𝜎با ضریب فشرده سازی تلخیصدو امکان ادغام 

داده بزرگ جریان های توزیعی امکان پردازش فراهم سازی

اتحاد مجموعه های سطل های ذخیره شده آنهامحاسبة 

شمارش های سطل های با محدوده یکسان 

اد کل مقادیرجمع تعد

الگوریتم فشرده سازیاجرای



ادغام دو تلخیص چ-مثال

4

۱۱

۲4۸۳۷

𝑛0 = 30, 𝜎0 = 6,
𝑛0

𝜎0
= 5

4

۳۱

4

44۵۵

𝑛1 = 30, 𝜎1 = 6,
𝑛1

𝜎1
= 5



ادغام دو تلخیص چ-مثال

۸

4۲

4

6۸۱۳۳۱۲

𝑛 = 𝑛0 + 𝑛1 = 60, 𝜎 = 6,
𝑛

𝜎
= 10

< 10

۸

۸۲

6۸۱۳۳۱۲



-تلخیص چ

چندک -qپاسخ به پرس وجوی چندک و یافتن تلخیص چ درالگوریتماستفاده از 

آنهابیش𝜈با مرتب سازی سطل ها به ترتیب صعودی مقادیر Sدنباله مرتب شده 

مقادیر کوچکتر اول:تساویهنگام

از ابتدا Sدنباله پویش 

افزودن شمارنده های سطل های دیده شده 

، 𝑞𝑛از مجموع∗𝜈بزرگتر شدن مقدار سطل: شرط پایان
 تخمین رتبه سطل

𝜈بیش
چندک-qبه عنوان تخمین ∗



پرسش چندک-تلخیص چ



پرسش چندک-تلخیص چ

𝑞حداقلوجود ⋅ 𝑛ازکمترحداکثررامقدباسطل𝜈بیش
∗

 سطلرتبهنتیجهدر𝜈∗حداقل𝑞 ⋅  𝑛 

𝑞 -چندک𝜖-تقریبمحاسبهدرخطاامکان
ازکمترمقادیروجودصورتدر𝜈بیش

∗𝜈سطلاجداددر∗

۷الگوریتمدرنشدنشمردهدلیلبه

𝜖باخطاییچنینکران ⋅  𝑛

𝑞]بازهدررتبه ایگزارش ⋅  𝑛, 𝑞 + 𝜖 ⋅  𝑛]الگوریتمدر

تخمینحدازکمترچندک-qدقیقمقدارتخمینعدم



تلخیص چپرس وجوی چندک با -مثال 

نمایش خطیتلخیص چ مثال قبلی با از داده ساختار ۰.6۵محاسبه چندک با پرس وجوی چندک 

⟨ 1,4 , 8,6 , 9,2 , 10,3 , 11,5 ⟩ 

بنابراین، دنباله مرتب شده سطل ها

𝑆 = ⟨ 8,6 , 9,2 , 10,3 , 11,5 , 1,4 ⟩



تلخیص چپرس وجوی چندک با -مثال 

با شروع از ابتدا

0.65هنگام بزرگتر شدن مجموع از شمارش های سطل ها تا جمع  ×  𝑛 =  13

(  ۱۱،۵)از مقدار مرزی در سطل فراتر رفتن تلخیص چ 
 ۳مربوط به مقدار برگ

۳مقدار قبل برابر مجموعه داده مثال ( شصت و پنجمیا صدک )۰.6۵تخمین چندک 



پرسش چندک معکوس-تلخیص چ

به روشی مشابه 

از سطل ها Sدنباله مرتب شده ایجاد 

شده مشاهدهمجموع جاری شمارش های سطل های گذر از آنها با نگه داری 

xرتبه مقدار داده شده 

یمجموع شمارش های سطل ها𝜈 با𝑥 > 𝜈بیش



پرسش چندک معکوس-تلخیص چ



پرسش چندک بازه-تلخیص چ



پرسش چندک معکوس-تلخیص چ

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑥),𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑥)]در بازهة حاصل رتب  + 𝜖 ⋅  𝑛]

بازهپاسخ به پرس وجوی 
 دو پرس وجوی چندک معکوس برای یافتن رتبه ها و تفاوت بین مرزهای محدوده کفایت محاسبةa  وb 

 تلخیص چحداکثر خطا برای پرس وجوی محدوده در
2𝜖 ⋅  𝑛



ویژگی ها

الگوریتم با اتلاف 

اطلاعات مربوط به مقادیر با بسامد پایین فشرده سازی 

اطلاعات مربوط به مقادیر با بسامد بالا نگه داری 

طرح تقریب خوب
 تغییرات گسترده  در بسامد مقادیر مختلف با رخ دادن

اطلاعاتی در مورد توزیع مقادیر مقادیر عرضةالگوریتم 
 مقادیر مکان رخ دادناطلاعاتی در مورد بدون در اختیار نهادی



ویژگی ها

بین دقت الگوریتم و حافظه مورد نیاز برای ذخیره داده ساختارسبک سنگینی 

𝜎ضریب فشرده سازی کنترل با 

، [N ,0]برای محدوده داده شده 
3حداکثر ذخیرةانتظار ⋅ 𝜎 سطل
خطا در محاسبه تقریب-𝜖چندک-qبا کران بالای زیر

𝜖 ≤
log 𝑁

𝜎



ویژگی ها

q-digestویژگی اصلی 
 داده ها تطبیق یافتن با
سطل هایی با وزن تقریباً مساوی ایجاد

q-digestدر مقابل هیستوگرام سنتی، 
 سطل هاهمپوشانی اجازه تلخیص چ

 ( به عنوان مثال، مقادیر پربسامد)پاسخ به پرس وجوهای اجماع

مشکلات اصلی کاربردهای عملی
 صحیح عدد مقادیر مدیریت
 آنها از قبل بازةنیاز به دانستن

 خیلی بزرگبرای چندک های خطاهای بزرگ



T-DIGESTتلخیص ت 

برخطانباشت دقیق آمار مبتنی بر رتبه به صورت روش های از 

۱۳۹۳تد دانینگ و اوتمار ارتل در سال 

۰.۹۹مانند چندک خیلی بزرگتخمین چندک در جریان های نامحدود با تمرکز بر مقادیر امکان 

باز بودن تحقیق  و وجود به روزرسانی های جدید



تلخیص ت

𝐶𝑖در خوشه هایی با اندازه متغیر Dجریان داده ورودی تلخیص  𝑖= 1
𝑚  

دقت در محاسبه چندک در حین پردازش حجم زیادی از داده منجر به حفظ مناسب 

زیرمجموعه ای از مقادیر ورودی  نمایش𝐶𝑖هر خوشه 
 اطمینان حاصل  ای جهتاندازهبا

برای تخمین چندک ها با درون یابی از بزرگ نبودن

 یادبرای جلوگیری از داشتن خوشه های زخیلی کوچک نبودن



تلخیص ت

، 𝑐𝑖جرم با مرکز 𝐶𝑖هر خوشه 
 ،نقطه داده در مرکز خوشه
 میانگین مقادیر ورودی
𝑐𝑖

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡تعداد عناصر

𝑐1,𝑐1جرمآرایه ای از مراکز تلخیص ت داده ساختار
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 , 𝑐2,𝑐2

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 , …  , 𝑐𝑚,𝑐𝑚
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡

صعودییترتیبمرتب شده با
 جرم هر مرکز متناظر با حداکثر مقدار چندکامکان  تخمین𝑐𝑖

𝑞 𝑐𝑖 =
1

𝑛
෍

𝑗<𝑖

𝑐𝑗
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡  +  𝑐𝑖

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡

𝑞 𝑐𝑖 =
1

𝑛
෍

𝑗<𝑖

𝑐𝑗
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡  +

1

۲
⋅  𝑐𝑖

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡

𝑛 =  σ𝑗=1
𝑚 𝑐𝑗

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡رتعداد کل مقادیر نمایه شده در داده ساختا



تلخیص ت

𝑞خاصی از مقادیر چندک بازة در داده ساختار مسئول 𝐶𝑖هر خوشه  𝑐𝑖−1 ,𝑞 𝑐𝑖

طول آن به اندازه خوشهوابستگی 

اندازه  صحیح خوشه تأثیر مستقیم بر دقت تعیین 

تابع مقیاس غیرنزولی انجام با 

= 𝑘تابع   𝑘(𝑞,𝜎) فشرده سازی مطلوبدر نظر گرفتن𝜎 و مقادیر چندکq انتها فاصله از بر اساس
 مانندq = 0 وq = 1 

انتخاب خوب تابع مقیاس اهمیت 
از نظر دقت متفاوت توابع وجود
 مثال، از توابع رایج

𝑘(𝑞, 𝜎)  =
𝜎

2
𝑞

𝑘(𝑞, 𝜎)  =
𝜎

2𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (2𝑞 −  1)

ارامتر فشرده سازی پ𝜎 > 1

مقادیر بزرگتر مربوط به فشرده سازی کمتر



تلخیص ت

= 𝑘ا توجه به تابع مقیاس انتخاب شده ب  𝑘(𝑞,𝜎) ،

در داده ساختار 𝑐𝑖جرمبا مرکز 𝐶𝑖هر خوشه مرتبط بودن

چندک برای خوشه بازة طول مقیاس گذاری شده با ( 𝐾(𝑐𝑖)یا )kاندازهتعریف
𝐾 𝑐𝑖 =  𝑘 𝑞 𝑐𝑖 , 𝜎 −  𝑘 𝑞 𝑐𝑖−1 , 𝜎 , 𝑖 =  2 …  𝑚 

𝐾(𝑐1) =  𝑘(𝑞(𝑐1),𝜎)



تلخیص ت

برای محدود کردن تعداد مقادیر در خوشه 
 اندازه امکان محدودسازیk

 ،با توابع مقیاس غیرخطی
 خوشه های غیریکنواخت، با اندازه های خوشه بزرگتر برای چندک های محدوده میانی و کوچکتر در نزدیکی انتها امکان وجود

 صرفا حاوی تک مقدار تا خوشه های تکی

 پذیرالگوریتم برای ساخت داده ساختار کاملاً ادغامطراحی 
 همه خوشه ها𝐶𝑖 𝑖= 1

𝑚 ویژگی تلخیص»برآورده ساز»

൝
𝐾 𝑐𝑖 ≤  1, تکی  هایخوشه جز به

𝐾(𝑐𝑖)  +  𝐾 𝑐𝑖+۱ >  1

هر خوشه kةاندازمحدودساز 

هر دو خوشه مجاورعدم امکان ادغام بیشترتضمین 



تلخیص ت

تلخیصمحدودیت های ویژگیه سازی برآوردجهتدر عمل، 
 ةبه محاسبه مجدد اندازعدم نیازkبرای هر خوشه در هر تغییر
 جرمهمه مراکز به دلیل مرتب بودن

تعداد مقادیر در خوشه امکان محدود کردن𝐶𝑖با انتخاب مرزی برای مقدار چندک حداکثر تخمینی

𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡  =  𝑘−1 𝑘 𝑞 𝑐𝑖 , 𝜎  +  1, 𝜎  

قبلیبرای تابع مقیاس مقدار آن

𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡  =
1

2
1 +  𝑠𝑖𝑛 arcsin 2 ⋅  𝑞 𝑐𝑖 −  1  +

2𝜋

𝜎



تلخیص ت

با داشتن قوانین محدود کردن تعداد مقادیر در هر خوشه 
 امکان تعریف الگوریتم ادغام
 مشابه رویه خوشه بندی منظم

}خلاصه کردن دنباله ورودی از نقاط داده وزنی  𝑥1,𝑥1
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 , 𝑥2,𝑥2

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 , …  , 𝑥𝑏,𝑥𝑏
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 }

از داده ساختارجرمآنها همراه با همه مراکز مرتب سازی
از دنباله حاصل ی یکبارهبا گذرX ، تلخیصعدم نقض ویژگیادغام آنها در صورت
جرمبا چپ ترین مرکز آغاز
 به عنوان خوشه نامزد فعلی متناظر خوشه در نظر گرفتن
مقدار مرزی آن محاسبة𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 

از جرما پردازش متوالی همه مراکز بمقادیر چندک تقریبی آنها تخمینX

 با مقدار مرزی مقایسه
 آن در خوشه نامزد ، ادغام جذب مرکز جرم از مقدار مرزیدر صورت عدم تجاوز میانگین
 با مرکز جرم بعدی از دنباله ادامهX

 حداکثر ظرفیت خوشه نامزدمعنای رسیدن به در غیر این صورت، به
 مقادیر جدیدعدم امکان افزودن
خوشه نامزد فعلی در داده ساختار ذخیرة
میانگینخوشه نامزد جدید با مرکز جرمانتشار
 مقدار مرزی چندک محاسبة دوباره𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡

داده ساختار کاملاً ادغام شدهحاصل ر پایان، د



تلخیص ت



تلخیص ت

خوشه نامزد جدید انتشار هر بار با 
 مقدار مرزی نیاز به محاسبة دوبارة𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡

شامل محاسبه پرهزینه تابع مقیاس و معکوس آن

تعداد خوشه ها در عملکم بودن

تکنیک های مختلف برای بهینه سازی تخمین مرزی معرفی 
ه خلاصه مانند استفاده از تقریب های کارآمد برای اجزای توابع مقیاس یا تخمین تقریبی حداکثر تعداد عناصری که می توان در هر خوش

.کرد



تلخیص ت

ه ثابت و بافرهایی اندازباجریان داده پیوسته بر اساس پردازش داده های جریانی نمایه سازیالگوریتم کامل برای 
ادغام مداوم آنها در داده ساختار



تلخیص ت



تلخیص ت

بین درج های مکرر مقادیر ورودی در بافر و فراخوانی های ۱۱ادغام-و-هزینه های زمان اجرای الگوریتم بافرتقسیم 
۱۰نادر الگوریتم 

درج ها ارزان 
 الگوریتم ادغامزیرهزینه های کلی تحت سلطه مرتب سازی و فراخوانی های تابع مقیاس در

چندین درجسرشکنی در



تلخیص تکردن جریان داده بانمایه-مثال 

n = 20مجموعه داده با 

0,0,3,4,1,6,0,5,2,0,3,3,2,3,0,2,5,0,3,1

= 𝜎پارامتر فشرده سازی  مطابق تعریف قبلیو تابع مقیاس  b = 10، اندازه بافر5 

𝑘(𝑞, 𝜎)  =
𝜎

2𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (2𝑞 −  1)



تلخیص تکردن جریان داده بانمایه-مثال 

ورودیبا ده مقدار اول از Bبافر پر کردن 

𝐵 = 0,1 , 0,1 , 3,1 , 4,1 , 1,1 , 6,1 , 0,1 , 5,1 , 2,1 , 0,1  
 جرم موجود در داده ساختاربافر و مراکز مقادیرنیاز به ترکیب،۱۱با توجه به الگوریتم
 داده ساختارt-digestفهرست نامزدهای مراکز جرم:تهیX فقط شاملn = 10 مقدار ازB 

مرتب سازی صعودی آنها

𝑋 = 0,1 , 0,1 , 0,1 , 0,1 , 1,1 , 2,1 , 3,1 , 4,1 , 5,1 , 6,1 ,

(  ۰.۱)ولین خوشه نامزد با چپ ترین مرکز جرم انتخاب ا
 مقدار مرزی چندک آن محاسبة𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡

𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡  =
1

2
1 +  𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 −1 +

2𝜋

5
=  0.34549



تلخیص تکردن جریان داده بانمایه-مثال 

 Xمقدار بعدی از دریافت 
 (  ۰.۱)دوباره
در خوشه نامزدتلخیصبدون نقض ویژگیارزیابی امکان ادغام آن

 برای تخمین حداکثر مقدار چندکො𝑞 بهاین خوشه ادغام شده نیاز

ො𝑞  =
1 + 1

10
= 0.2,

کمتر از مقدار مرزی چندک𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡

 در خوشه نامزد فعلی ( ۰.۱)مقدار امکان ادغام

 اکنون دارای𝑐𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡  = مقدار2 

 مرکز جرم ثابت ثابت باقی ماندن مقادیر، به دلیل یکسانیc = 0

در خوشه نامزد ( ۰.۱)مقدار بعدی امکان ادغامبه طور مشابه، 
 تعداد مقادیر خلاصه شده به صرفا تغییر𝑐𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 =  3



تلخیص تکردن جریان داده بانمایه-مثال 

 Xاز چهارممقدار دریافت 
 (  ۰.۱)دوباره
در خوشه نامزدتلخیصبدون نقض ویژگیارزیابی امکان ادغام آن

 برای تخمین حداکثر مقدار چندکො𝑞 بهاین خوشه ادغام شده نیاز

ො𝑞 =
3 + 1

10
= 0.4,

 از مقدار مرزی بیشتر𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡  =  0.34549
 در خوشه نامزد فعلی ( ۰.۱)مقدار عدم امکان ادغام

خوشه درجرمتلاش برای جذب سایر مراکز توقف

 در داده ساختارذخیرة آن

𝑇 −  𝐷𝐼𝐺𝐸𝑆𝑇 = ⟨ 0,3 ⟩,

حداکثر مقدار چندک آن به عنوان نگه داری𝑞 =
𝑐𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡

𝑛
 =  0.3



تلخیص تکردن جریان داده بانمایه-مثال 

𝑐𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡و c = 0، با (۰.۱)خوشه نامزد جدید از مقدار در انتظار فعلی ایجادشروع به   = ، و مقدار مرزی چندک آن 1 

𝑞𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡  =
1

2
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 2 ×  0.3 −  1  +

2𝜋

5
 =  0.874025

( ۱.۱)مقدار دریافت 
 در خوشه نامزد فعلی، حداکثر چندک تخمینیدر صورت ادغام آنො𝑞

ො𝑞 =  0.3 +
1 + 1

10
= 0.5,

از مقدار مرزی فعلی عدم تجاوز
در خوشه فعلی ادغام ( ۱.۱)مقدار ادغام
تعداد آن به افزایش𝑐𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 = مرکز جرم بدل به و 2 

𝑐 =  0 +
1 − 0

2
 =  0.5



تلخیص تکردن جریان داده بانمایه-مثال 

رزیصورت داده ساختار به رشد پردازش می کنیم و Xبقیه مقادیر از پردازش به طور مشابه، 

𝑇 −  𝐷𝐼𝐺𝐸𝑆𝑇 = 0,3 , 2,5 , 5,1 , 6,1  

افر جدید پر ایجاد ببا ادامه پردازش مجموعه داده، 

𝐵 = ⟨ 3,1 , 3,1 , 2,1 , 3,1 , 0,1 , 2,1 , 5,1 , 0,1 , 3,1 , 1,1 ⟩,

با داده ساختار پیوند آن
دنباله حاصل صعودی بر اساس مراکز جرم مرتب سازیX

𝑋 = 0,3 , 0,1 , 0,1 , 1,1 , 2,5 , 2,1 , 2,1 , 3,1 , 3,1 , 3,1 , 3,1 , 5,1 , 5,1 , 6,1  

داده ساختار تخیله 
 و ذخیره خوشه های در داده ساختار به طور متوالی رمقادیادغام از چپ ترین مقادیر و آغاز

ادامه تا عدم امکان ادغام بیشتر



تلخیص تکردن جریان داده بانمایه-مثال 

:خوشهm = 5دارایداده ساختار حاصل 

𝑇 −  𝐷𝐼𝐺𝐸𝑆𝑇 = 0.1667,6 , 2.36364,11 , 5,1 , 5,1 , 6,1



پرسش چندک-تلخیص ت

اطلاعات دقیق در مورد مقادیر خوشه بندی شده به دلیل از دست دادن 
 به جز خوشه های تکی، که در آن مرکز جرم مقدار اولیه
ایشی با اتلاف از جریان داده نمداده ساختار
 برای تخمین چندک ها و پاسخ به پرس وجوی چندک، نیاز به درون یابی

با در نظر گرفتن توزیع خوشه هایی که توسط تابع مقیاس انتخاب شده تولید شده اند



تلخیص ت



پرسش چندک-تلخیص ت

چندک -qیافتن 
رتبه مقدار جستجو شده محاسبةx در این دنباله مرتب شده

𝑛 ⋅  𝑞

nتعداد کل مقادیر خلاصه شده در داده ساختار
 مرکز جرم گزارشرتبه کمتر از یک اگر𝑐1 به عنوان چندک
 گزارشخوشه آخر از حداکثر تعداد یا حتی بالاتر،آخرین اگر رتبه در نیمه𝑐𝑚تلخیصحداکثر مقدار دربه عنوان



پرسش چندک-تلخیص ت

در غیر این صورت، 
 خوشه های یافتن𝐶𝑖 و𝐶𝑖+1مقدار چندک داده شده احاطه کننده مقادیر چندک تخمینی با معادلهباq

qاز بزرگترتکی و حداکثر چندک آن𝐶𝑖خوشه چپ اگر 
 مرکز جرم برگرداندن𝑐𝑖 به عنوان چندک
 مقدار خلاصه شده در خوشه

qاز کوچکترتکی و مقدار چندک حداقل تخمینی آن𝐶𝑖+1ه طور مشابه، اگر خوشه راست ب
این خوشه مسئول چندک جستجو شده
مرکز جرم گزارش𝑐𝑖+1 به عنوان بهترین تخمین برای آن

در غیر این صورت، 
 وزن ها با ارزیابی سهم هر یک از این خوشه ها محاسبة
از هر دو خوشه، میانگین وزنی مراکز جرممحاسبة
 به عنوان جهت گزارشدرون یابی ایجادq- چندک



پرسش چندک-تلخیص ت

الگوریتم تخمین چندک به انتخاب تابع مقیاس وابستگی 

دو سر طیف دم بزرگتری از خوشه های تکی در تولیدکنندة«توزیع شده تر؟»با توابع 
 دو سر طیفبهبود دقت برای چندک های

علاوه بر این، 
 استفاده در درون یابینمایه سازی و حداقل و حداکثر مقادیر در طول بر ذخیرة توصیه



تلخیص تپرس وجوی چندک با -مثال 

حاصل قبلیاز داده ساختار ۰.6۵پرس وجوی چندک برای محاسبه چندک 

𝑇 − 𝐷𝐼𝐺𝐸𝑆𝑇 = ⟨ 0.1667,6 , 2.36364,11 , 5,1 , 5,1 , 6,1 ⟩ 



تلخیص تپرس وجوی چندک با -مثال 

تعداد کل مقادیر مجموع شمارش های همه خوشه ها
ثالدر مورد مn = 20

 رتبه چندک جستجو شدهxبرابر با𝑛 ⋅  𝑞 =  20 ⋅  0.65 =  13

 نه کمتر از یک و نه خیلی نزدیک بهn ،
 جستجو برای دو خوشه متوالی𝐶𝑖 و𝐶𝑖+1

 چندک جستجو شده جرم آنها احاطة کنندة مراکز

𝐶3و 𝐶2برابر در داده ساختار فعلی، 

زیرا

𝑞 𝑐2 +
1

2×20
𝑐3

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡  =
6 + 11

20
 +

1

40
 =  0.875 >  0.65



تلخیص تپرس وجوی چندک با -مثال 

تکی 𝐶3خوشه 
𝑐3

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡  =  1 

حداکثر مقدار چندک آن با مقدار چندک جستجو شدهبررسیq

مرکز جرم آن جهت تعیین بهترین تناسب بودن

𝑞 𝑐3 +
1

20
 =

6 +  11 +  1

20
+

1

20
= 0.95,

𝑞از مقدار برزگتره طور قابل توجهیب = 0.65 

𝑐2و 𝑐3جرمچندک واقعی در جایی بین مراکز 

 خوشه راست با تنظیم اماΔ𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡  = تکی 1 



تلخیص تپرس وجوی چندک با -مثال 

جرمچندک جستجو شده با درون یابی با استفاده از میانگین وزنی مراکز بنابراین، تخمین

𝑤چپ  =  20 ⋅  0.65 −  20 ⋅  𝑞 𝑐2 +
𝑐2

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 − 0

2
 =  13 −  20 ⋅

6 + 11

20
 +

11

2
 = 1.5, 

𝑤راست  =  20 ⋅  𝑞 𝑐3 −  20 ⋅  0.65 +
𝑐3

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 − 1

2
 =  20 ⋅

6 + 11+1

20
 −  13 +

1 − 1

2
 = 5



تلخیص تپرس وجوی چندک با -مثال 

تخمینی برای مجموعه داده ۰.6۵در نهایت، چندک 

𝑥 =
𝑐2 ⋅  𝑤راست  +  𝑐3 ⋅  𝑤چپ

𝑤چپ +  𝑤راست
 =

2.36364 × 5 +  5 × 1.5

1.5 + 5
 = 2.97

دادهبرای آن مجموعه ۳سیار نزدیک به مقدار دقیق ب



پرس وجوی چندک معکوس 

xر داده شده ایافتن رتبه مقد

در داده ساختار با حداقل و حداکثر مراکز جرمxمقایسه مقدار 
 به ترتیب چپ ترین و راست ترین خوشه ها

بازه ارج از آن خxاگر 
 بسته به سمت ظهور مقدارxیا تعداد کل مقادیر یک : خروجیnمقدار رتبه تخمینی برابر

در میان مراکز جرمxدر غیر این صورت، به دنبال مقدار 
چنین خوشه هایی در صورت یافتن

 کردن شمارنده های آنهاجمع

 رتبه گزارش(x) مقدار تنظیم شده نمایه بابه عنوان رتبه خوشه با کوچکترین



پرس وجوی چندک معکوس 

قبلبررسی های ناموفق بودن 
 مقدار اطمینان از قرار گرفتنxخوشه های متوالی، مثلاً بین مراکز جرم𝑐𝑖 ,𝑐𝑖+1 𝑛قرار می گیرد و رتبه آن حداقل   ⋅  𝑞(𝑐𝑖) 

آنها دقیقاً مقادیر ورودی ، به این معنی که مراکز جرمیاگر هر دو خوشه  تک
 آن به عنوان رتبه جستجو شده و برگرداندنبه تصحیح آن مقدار عدم نیاز به

ی را به دست زمانی که فقط یکی از آن خوشه ها تکی باشد، رتبه را با سهم مقیاس گذاری شده خوشه دیگر تنظیم می کنیم تا مقدار نهای
.  آوریم

 ،مقدار رتبهمحاسبة درون یابی و ایجاددر غیر این صورت، با استفاده از اندازه هر دو خوشه





بازهپرس وجوی 

شبیه تلخیص چ
انجام دو پرس وجوی چندک معکوس

 بازهیافتن تفاوت بین رتبه های مرزهای



ویژگی ها

چندک ها تخمینسرعت و دقتو( 𝜎پارامتر فشرده سازی کنترل شونده با )بین اندازه داده ساختارسنگینی-سبک 

امکان دستیابی به سرعت بیشتر با استفاده از مقدار ثابت حافظه
 مقدار کوچکتر انتخاب با𝜎 و اندازه بافر بزرگb

بالاترین دقت، 
 استفاده از ترجیح𝜎 10به عنوان مثال، )بزرگتر برای فشرده سازی کمتر و بافر بزرگتر × 𝜎 )

کوچکترین حافظه 
 بافر کوچکتر و مقادیر بزرگتر پارامتر فشرده سازی ترجیح استفاده از𝜎



ویژگی ها

𝑛و با نمایه سازی در داده ساختار( m)تعداد خوشه ها بازة  ≥
𝜎

2
و برآورده سازی ویژگی تلخیصمقدار

𝜎

2
≤  𝑚 ≤ ⌊𝜎⌋



تخمین فضای مورد نیاز-مثال 

= 𝜎مقدار با پارامتر فشرده سازی n = 1000حداقل در پی نمایه سازی   100
خوشه کاملاً ادغام شده ۱۰۰تا ۵۰انتظار

در داده ساختار 
 هر خوشه با مرکز جرم و تعداد مقادیر نمایه شده نمایش
 بیتی برای مقدار مرکز جرم64دو برابربا دقتبیتی و عدد ممیز شناور۳۲با داشتن شمارنده های

 بایت حافظه ۱۲نیازمند کل مرکز جرم

کیلوبایت حافظه۱.۲کل داده ساختار در حدود جا شدن



تخمین فضای مورد نیاز-مثال 

برای دقت بالا، 
 از بافری ده برابر بزرگتر از پارامترهای فشرده سازی استفاده

 با داشتن𝑏 =  10 ⋅ 𝜎 =  1000
 بیتی 64بیتی کوچکتر و اعداد ممیز شناور ۱6شمارنده های تخصیص

 کیلوبایت حافظه اضافی۱۰در زمان اجرا به



ویژگی ها

چندک -qدر تخمین 𝜖دقت دستیابی به 
با متناسب𝑞 ⋅  (1 −  𝑞) 

خطای مطلق ثابت صرفا در پی کنترل سایر الگوریتم ها 

خطای نسبی تلخیص ت در پی کنترل 
انتهای طیف در برابر خطاهای قابل توجه برای چندک های مقاوم کردن الگوریتم

تلخیص ت به تلخیص چ مزیت
به اعداد صحیحدر مقابل محدود بودنمقادیر ممیز شناور مدیریت



ویژگی ها

با استفاده از الگوریتم ادغامتلخیص ت دو داده ساختار ادغام 
داده ساختار حاصل عدم پیوستگی
نتایج تجربیاما تولید تخمین خوبی بر اساس

برای بخش های مختلف جریان دادهامکان موازی سازی
 پاسخ به پرس وجوهای رتبه از آنها استفاده در

مفید در عملیاتMapReduce داده بزرگو استخراج جریان برای برنامه های
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  O (  n   1 p   )


  𝜖


  [  (  q   − 𝜖 ) ⋅ n ,  (  q   + 𝜖 ) ⋅ n ]


  0 < 𝜖 < 1


  q . n


  q ∈   ( 0 ,   1 )


  q   =   0 . 5


  q   =  1 n ⋅ r a n k  ( x )


  r ≤ k


  r > k


  r ≤ k


  r > k


  r ≤ k


  O  (   1   𝜖 2 )


   B 1 ,  B 2 , …    B b


  L   =   L  (  n , h ) =   max ⁡   (  0 ,  ⌈    log ⁡   n  k  2  h − ۱ ⌉ )


  L ( 0 , h ) = 0


   B i L


    i ∈   0 …   b


  k ⋅  2 L


   2 L


   B i L


  L


   2 L


  L


  k ⋅    2 L


   {  0 , 0 , 3 , 4 , 1 , 6 , 0 , 5 , 2 , 0 , 3 , 3 , 2 , 3 , 0 , 2 , 5 , 0 , 3 , 1 , 0 , 3 , 1 , 6 , 1 }


   B 1 ,    B 2 ,    B 3 ,    B 4


  L   =   L ( n )   =   m a x    (  0 ,    ⌈  l o g    ( n ) − 4 ⌉ )


   N 1   =   4


  { 0 , 0 , 3 , 4 }


   B 1


  n =  N 1 = 4


  L   =   L ( 4 )   = m a x   ( 0 ,   2   −   4 )   =   0


   N 2   =   4


  { 1 ,   6 ,   0 ,   5 }


   B 2


  n   =    N 1   +    N 2 = 8


   N 3 =   4


  { 2 , 0 , 3 , 3 }


   B 3


  n   =    N 1 +    N 2   +    N 3   =   12


   N 4   =   4


   {  2 , 3 , 0 , 2 }


   B 2


   B 2 0


   B 3 0


   {  1 , 6 , 0 , 5 } ∪    {  2 , 0 , 3 , 3 }   =  {  1 , 6 , 0 , 5 , 2 , 0 , 3 , 3 } → { 0 , 0 , 1 , 2 , 3 , 3 , 5 , 6 }  


   B 2 0


   B 3 0


   B 3


  n   =    N 1   +    N 2   +    N 3   +    N 4   =   16


   B 2


   N 5


  { 5 , 0 , 3 , 1 }


   B 1 0


   B 4 0


   {  0 , 0 , 3 , 4 } ∪  {  2 , 3 , 0 , 2 } =  {  0 , 0 , 3 , 4 , 2 , 3 , 0 , 2 } →  {  0 , 0 , 0 , 2 , 2 , 3 , 3 , 4 }  


   B 1 0


   B 4 0


   B 4


  n   =    N 1   +    N 2   +    N 3   +    N 4   +    N 5   =   20


  L   =   L ( 20 )   =   4 . 32   −   4   =   1


   N 6   =   4 ⋅    2 1   =   8


   {  0 , 3 , 1 , 6 , 1 }


   B 1


  r a n k  ( x ) =    ∑  i = 1 b   2  L  (   B i ) ⋅    |   {  e <   x : e ∈    B i L  (   B i )   } |  


  r a n k  ( x ) =    ∑  i = 1 b   2  L  (   B i ) ⋅    |   {  e <   x : e ∈    B i L  (   B i )   } |  


  r a n k  ( 4 ) =    2 1 ⋅   3   +    2 0 ⋅   3   +    2 1 ⋅   3   +    2 1 ⋅   3   =   21


  q ⋅   n


  q ⋅ n   =   0 . 65 ⋅ 25   =   16 . 25


  { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }


  𝜖


  b ⋅   k


  𝜖


  h   =   log ⁡   1 𝜖


  b   =   log ⁡   1 𝜖   + 1 ,


  k   =    1 𝜖     log ⁡   1 𝜖


   1 2 𝜖


  O   (  n k )


  O ( 1 )


   [  0 ,    ⌊    N   − 1 2   ⌋ ]


   [   ⌊    N − 1 2 ⌋   + 1 , N   − 1   ]


  𝜈


   [   𝜈  ک م ,  𝜈  ب ی ش ]


   𝜈  ش م ا ر ن د ه


  [ 0 ,   7 ]


   {  0 , 0 , 3 , 4 , 1 , 6 , 0 , 5 , 2 , 0 , 3 , 3 , 2 , 3 , 0 , 2 , 5 , 0 , 3 , 1 }


  ⟸


   {       𝜈  c o u n t ≤  ⌊    n 𝜎 ⌋ , ب ر گ   س ط ل ‌ ه ا ی   ج ز   ب ه     𝜈  c o u n t +  𝜈  c o u n t p +  𝜈  c o u n t s >  ⌊   n 𝜎 ⌋ , ر ی ش ه   ج ز   ب ه


   𝜈 p


   𝜈 s


  v


  n


  𝜎 ∈   [ 1 ,   n ]


   ⌊   n 𝜎 ⌋


   𝜈  c o u n t ≤  ⌊    n 𝜎 ⌋  


   𝜈  c o u n t +  𝜈  c o u n t p +  𝜈  c o u n t s >  ⌊   n 𝜎 ⌋


   𝜈 p


   v s


   𝜈  c o u n t p   =  𝜈  c o u n t p   +  𝜈  c o u n t   +  𝜈  c o u n t s


   v s


  O  (  m ⋅ l o g   N )


  m   =   | Q − D I G E S T |


  𝜎 = 5


   ⌊   n 𝜎 ⌋   =  ⌊    20 5 ⌋ = 4


   [   𝜈  ک م ,    𝜈  ب ی ش ]


   ⟨   (  1 , 4 ) ,    (  8 , 6 ) ,    (  9 , 2 ) ,    (  10 , 3 ) ,    (  11 , 5 ) ⟩


  𝜎


   n 0 = 30 ,  𝜎 0 = 6 ,    n 0   𝜎 0 = 5


   n 1 = 30 ,  𝜎 1 = 6 ,    n 1   𝜎 1 = 5


  n =  n 0 +  n 1 = 60 , 𝜎 = 6 ,  n 𝜎 = 10


  < 10


   𝜈  ب ی ش


   𝜈 ∗


  q n


   𝜈  ب ی ش ∗


  q ⋅ n


   𝜈  ب ی ش ∗


   𝜈 ∗


  q ⋅   n


  𝜖


  q


   𝜈  ب ی ش ∗


   𝜈 ∗


  𝜖 ⋅   n


  [ q ⋅   n ,    (  q   + 𝜖 ) ⋅   n ]


  ⟨  (  1 , 4 ) ,  (  8 , 6 ) ,  (  9 , 2 ) ,  (  10 , 3 ) ,  (  11 , 5 ) ⟩  


  S   = ⟨    (  8 , 6 ) ,  (  9 , 2 ) ,  (  10 , 3 ) ,  (  11 , 5 ) ,  (  1 , 4 ) ⟩


  0 . 65 ×   n   =   13


  𝜈


  x   >  𝜈  ب ی ش


  [ r a n k ( x ) , r a n k ( x )   + 𝜖 ⋅   n ]


  2 𝜖 ⋅   n


  𝜎


  3 ⋅ 𝜎


  𝜖


  𝜖 ≤     log ⁡ N 𝜎


     {   C i }  i =   1 m


   C i


   C i


   c i


   c i  c o u n t


   {   (   c 1 ,    c 1  c o u n t ) ,    (   c 2 ,    c 2  c o u n t ) ,   …   ,    (   c m ,    c m  c o u n t ) }


   c i


  q  (   c i ) =  1 n  (   ∑  j < i   c j  c o u n t   +    c i  c o u n t )


  q  (   c i ) =  1 n  (   ∑  j < i   c j  c o u n t   +  1 ۲ ⋅    c i  c o u n t )


  n   =    ∑  j = 1 m   c j  c o u n t


   C i


   [  q  (   c  i − 1 ) , q  (   c i ) ]


  k   =   k ( q , 𝜎 )


  𝜎


  k ( q , 𝜎 )   =  𝜎 2 q


  k ( q , 𝜎 )   =  𝜎  2 𝜋 a r c s i n   ( 2 q   −   1 )


  𝜎   > 1


  k   =   k ( q , 𝜎 )


   C i


   c i


  K (  c i )


  K  (   c i ) =   k  (  q  (   c i ) , 𝜎 ) −   k  (  q  (   c  i − 1 ) , 𝜎 ) ,   i   =   2 …   m  


  K (  c 1 ) =   k ( q (  c 1 ) , 𝜎 )


     {   C i }  i =   1 m


   {      K  (   c i ) ≤   1 ,      ت ک ی   خ و ش ه ‌ ه ا ی   ج ز   ب ه    K (  c i )   +   K  (   c  i + ۱   )   >   1


   C i


   q  l i m i t   =    k  − 1  (  k  (  q  (   c i ) , 𝜎 )   +   1 , 𝜎 )  


   q  l i m i t   =  1 2  [  1   +   s i n    (    arcsin ⁡   (  2 ⋅   q  (   c i ) −   1 )   +   2 𝜋 𝜎 ) ]


  {  (   x 1 ,    x 1  c o u n t ) ,    (   x 2 ,    x 2  c o u n t ) ,   …   ,    (   x b ,    x b  c o u n t ) }


   q  l i m i t


   q  l i m i t


   q  l i m i t


   {  0 , 0 , 3 , 4 , 1 , 6 , 0 , 5 , 2 , 0 , 3 , 3 , 2 , 3 , 0 , 2 , 5 , 0 , 3 , 1 }


  𝜎   =   5


  k ( q , 𝜎 )   =  𝜎  2 𝜋 a r c s i n   ( 2 q   −   1 )


  B   =    ⟨   (  0 , 1 ) ,  (  0 , 1 ) ,  (  3 , 1 ) ,  (  4 , 1 ) ,  (  1 , 1 ) ,  (  6 , 1 ) ,  (  0 , 1 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  2 , 1 ) ,  (  0 , 1 ) ⟩  


  X   =  ⟨     (  0 , 1 ) ,  (  0 , 1 ) ,  (  0 , 1 ) ,  (  0 , 1 ) ,  (  1 , 1 ) ,  (  2 , 1 ) ,  (  3 , 1 ) ,  (  4 , 1 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  6 , 1 ) ⟩ ,


   q  l i m i t


   q  l i m i t   =  1 2  [  1   +   s i n    (  a r c s i n    (  − 1 ) +   2 𝜋 5 ) ] =   0 . 34549


   q ^


   q ^   =   1   +   1  10   =   0 . 2 ,


   q  l i m i t


   c  c o u n t   =   2


   c  c o u n t =   3


   q ^


   q ^ =   3   +   1  10   =   0 . 4 ,


   q  l i m i t   =   0 . 34549


  T   −   D I G E S T   = ⟨  (  0 , 3 ) ⟩ ,


  q   =    c  c o u n t n   =   0 . 3


   c  c o u n t   =   1


   q  l i m i t   =  1 2  [  1   + s i n  (  a r c s i n    (  2 ×   0 . 3   −   1 )   +   2 𝜋 5 ) ]   =   0 . 874025


   q ^


   q ^ =   0 . 3   +   1   +   1  10   =   0 . 5 ,


   c  c o u n t =   2


  c   =   0   +   1   −   0 2   =   0 . 5


  T   −   D I G E S T   =  ⟨     (  0 , 3 ) ,  (  2 , 5 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  6 , 1 ) ⟩  


  B   = ⟨    (  3 , 1 ) ,  (  3 , 1 ) ,  (  2 , 1 ) ,  (  3 , 1 ) ,  (  0 , 1 ) ,  (  2 , 1 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  0 , 1 ) ,  (  3 , 1 ) ,  (  1 , 1 ) ⟩ ,


  X   =  ⟨     (  0 , 3 ) ,  (  0 , 1 ) ,  (  0 , 1 ) ,  (  1 , 1 ) ,  (  2 , 5 ) ,  (  2 , 1 ) ,  (  2 , 1 ) ,  (  3 , 1 ) ,  (  3 , 1 ) ,  (  3 , 1 ) ,  (  3 , 1 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  6 , 1 ) ⟩  


  T   −   D I G E S T   =  ⟨     (  0 . 1667 , 6 ) ,  (  2 . 36364 , 11 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  6 , 1 ) ⟩


  n ⋅   q


   c 1


   c m


   C i


   C  i + 1


   C i


   c i


   C  i + 1


   c  i + 1


  T − D I G E S T = ⟨  (  0 . 1667 , 6 ) ,  (  2 . 36364 , 11 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  5 , 1 ) ,  (  6 , 1 ) ⟩  


    n ⋅   q   =   20 ⋅   0 . 65   =   13


   C i


   C  i + 1


   C 2


   C 3


  q  (   c 2 ) +  1  2 × 20  c 3  c o u n t   =   6   +   11  20   +  1  40   =   0 . 875   >   0 . 65


   C 3


   c 3  c o u n t   =   1


  q  (   c 3 ) +  1  20   =   6   +   11   +   1  20 +  1  20 = 0 . 95 ,


  q = 0 . 65


   c 3


   c 2


   Δ  r i g h t   =   1


   w  چ پ   =   20 ⋅   0 . 65   −   20 ⋅   q  (   c 2 ) +    c 2  c o u n t   −   0 2   =   13   −   20 ⋅   6   +   11  20   +   11 2   = 1 . 5 ,  


   w  ر ا س ت   =   20 ⋅   q  (   c 3 ) −   20 ⋅   0 . 65 +    c 3  c o u n t   −   1 2   =   20 ⋅   6   +   11 + 1  20   −   13 +   1   −   1 2   = 5


  x   =    c 2 ⋅    w  ر ا س ت   +    c 3 ⋅    w  چ پ   w  چ پ +    w  ر ا س ت   =   2 . 36364 × 5   +   5 × 1 . 5  1 . 5 + 5   = 2 . 97


   (   c i ,    c  i + 1 )


  n ⋅   q (  c i )


  𝜎


  𝜎


  𝜎


  10 × 𝜎


  𝜎


  n ≥  𝜎 2


   ⌊   𝜎 2 ⌋ ≤   m ≤ ⌊ 𝜎 ⌋


  𝜎   =   100


  b   =   10 ⋅ 𝜎   =   1000


  𝜖


  q ⋅   ( 1   −   q )

